4 Algebraické rovnice a nerovnice

Matematika je  stenografie  abstraktniho
mySleni. Je-li pouzivana spravné, nenechdva
prostor Zzadné neurCitosti ani nepiesné
interpretaci. (Louis de Broglie)

4.1 Zakladni pojmy
Rovnost: Jsou-li dvé Cisla nebo dva vyrazy sobé rovny, pak zapis, ktery tuto skute¢nost

. . 1 2
vyjadfuje, nazyvame rovnosti, napf. N nebo a’—b*> =(a+b)a—b). Vyraz vlevo

(vpravo) od rovnitka se nazyva leva (prava) strana rovnosti.

Rovnice: Zapis s rovnitkem miize kromé& zndmych ¢isel (at’ uz konkrétnich nebo obecnych
zapsanych pismeny) obsahovat jeste ¢isla neznama. Takovy zapis nazyvame rovnici. Rovnici
lze obecné zapsat ve tvaru L(x)= P(x), kde vyraz L(x) je leva strana rovnice, P(x) pak

prava strana rovnice. Hodnoty neznamé, po jejichz dosazeni do rovnice obdrzime rovnost,
nazyvame koFeny rovnice (popfr. FeSeni rovnice). Jestlize kofeny rovnice jsou vSechny
hodnoty, pro které ma dany vyraz smysl, nazyvame rovnici rovnici identickou. Casto byva
zadana také mnozina, ve které ma neznama lezet — tzv. obor FeSeni.

ResSme rovnici (2x—1)-(x+1)=0 v mnoZiné 7Z. Tato rovnice ma jediny koFen x=-1.
Rovnici samoziejmé vyhovuje i ¢islo 0.5, které vSak nelezi v zadaném oboru FeSeni, a proto
neni kofenem rovnice.

Pti feSeni rovnice vSak pracujeme nejen s oborem feSeni, ale i s defini¢nim oborem rovnice.
Je to mnozina, ve které jsou definovany hodnoty vSech vyrazl, které se v dané rovnici
vyskytuji. Defini¢ni obor rovnice budeme znacit D.

2
e e .o X +2x+1 . , . <
1. Priklad: Maéme feSit rovnici ——— — =0 v mnoziné¢ R . Vyraz na levé stran¢ neni

(x-D(x-2)
pro x=1 a x=2 definovan (pro tyto hodnoty by mél ve jmenovateli nulu). Definicnim
oborem této rovnice je tedy mnozina D=R—{1;2}.

Nerovnost: Nejsou-li dvé Cisla nebo vyrazy sobé rovny, pak zdpis, ktery tuto skute¢nost

vyjadfuje, nazyvame nerovnosti, napf. %7&\5 nebo |a+b|£|a|+|b|. Vyraz vlevo

(vpravo) od znaménka nerovnosti se nazyva leva (prava) strana nerovnosti.

Nerovnice: Zapis se znaménkem nerovnosti mize kromé& znamych cisel (at’ uz konkrétnich
nebo obecnych zapsanych pismeny) obsahovat jesté ¢isla neznama. Takovy zapis nazyvame
nerovnici. Hodnoty nezndmé, po jejichz dosazeni do nerovnice obdrzime nerovnost,
nazyvame FeSenim nerovnice. Mnozinu vSech feSeni dané rovnice, popf. nerovnice budeme
znacit K .

Algebraické rovnice (nerovnice) jsou rovnice (nerovnice), v nichz se vyskytuji pouze tzv.
algebraické operace s nezndmou (tj. seCitdni, odCitdni, ndsobeni, d¢leni, umocnovani
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a odmocnovani). Algebraické rovnice (nerovnice) délime na iracionalni (nezndma pod
odmocninou popf. s raciondlnim mocnitelem) a racionalni (neznama neni pod odmocnimou)

Transcendentni rovnice (nerovnice) jsou rovnice (nerovnice), v nichz alespon jedna operace
s neznamou neni algebraicka (napf. rovnicesin 2x = cos x )

V této kapitole se budeme vénovat rovnicim algebraickym. N&kterym transcendentnim
rovnicim se budeme vénovat pozdéji.

S pojmem FeSeni rovnice se setkavame v nékolika vyznamech:

1) feSeni rovnice = jeden kofen rovnice
2) teSeni rovnice = mnozina vSech kofenii rovnice
3) feSeni rovnice = proces nalezeni kotfend rovnice.

Konkrétni vyznam tohoto terminu byva zfejmy ze souvislosti.
Ekvivalentni rovnice — jsou dvé rovnice, JejichZ mnoZiny vSech kofenil jsou si rovny.

Ekvivalentni aprava — je takova uprava rovnice, ktera ji prevadi na rovnici ekvivalentni.
Jde o
- pricteni, popft. odecteni té¢hoz Cisla nebo vyrazu k obéma strandm rovnice
- nasobeni, popt. déleni obou stran rovnice tymz ¢islem nebo vyrazem riznym od nuly.

Zkouska — dosazeni vSech zjisténych kotenli do ptivodni rovnice a ovéfeni rovnosti levé
a pravé strany.

Jestlize pfi feSeni rovnice pouzijeme jen ekvivalentni upravy, zkouska neni ,,povinnd* (neni
soucasti feSeni). Slouzi pouze pro kontrolu, zda jsme se pii feSeni nedopustili néjaké chyby
(napft. Spatné€ nevynasobili dvé Cisla).

2. Priklad:
x+3 x+2

2 3
3(x+3)+2(x+2)=3-6
3x+9+2x+4=18
5x=5 /:5

x=1

=3 /-6

Pti feSeni této rovnice jsme pouzili jen ekvivalentni upravy, zkouska neni soucasti FeSeni.
Mnozina vSech feSeni je tedy K = {1} .

Jx+16=x+4 /?

x+16=x>+8x+16

0=x>+7x
0=x(x+7)
x =0
x, =—7

V tomto feSeni jsme se nedopustili Zddné numerické chyby, vSechny operace s danou rovnici
jsou spravné. Hned ta prvni (umocnovani) je vsSak Upravou neekvivalentni. To ma za
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nasledek, ze jsme mohli nalézt i kotfeny, které ptivodni rovnici nevyhovuji. PFi pouziti
neekvivalentnich uprav zkouSku udélat musime v kazdém pripadé (zkouska je soucasti
feseni):
Zkouska: provadi se dosazenim nalezenych kotfenli do levé (L) a pravé ( P) strany pivodni
rovnice. Je-li L = P, dosazované Cislo je kofenem; je-li L # P, dosazované cCislo kofenem
neni. V nasem piipadé¢ je
x=0: L=J0+16=4; P=0+4=4;L=P
X,=-7:L=J-7+16=~/9=3; P=—7+4=-3 ; L#P
Kotenem dané rovnice je tedy pouze Cislo x, =0, tj. K ={0}
Pozor: ¢asta chyba:
(x+D(x-3)=x+1 /:(x+1)
x=3=1
x=4
Cislo x =4 je skuteéné kofenem rovnice. Kofenem je ale také &islo x = —1, které jsme vSak

timto nespravnym postupem nenasli. Hned v prvni Gpravé je totiz skryto déleni nulou, které je
¢astou pfic¢inou ,,poztraceni* kotfent.

Spravny postup:
(x+D(x-3)=x+1
(x+D)(x=3)—(x+1) =0
(x-D(x-3-1)=0

(x-D(x-4)=0
x =1
x, =4
K ={1;4}

4.2 Linearni rovnice a nerovnice s jednou neznamou

Linearni rovnice s neznamou x : je kazda rovnice, kterou lze ekvivalentnimi upravami
prevést na tvar ax+b=0,kde a,beR, a#0.

1. P¥iklad: Re$me rovnici 2. Piiklad: Re$me rovnici
7x+13=3x+5 vmnoziné¢ R. 5(2—-x)=-5x—-7 vmnozin¢ R.
Reseni: ReSeni:
Tx+13=3x+5 52—-x)=-5x-7
7x—-3x=5-13 10-5x=-5x-7
4x =-8 0=-7-10
‘= 8 0=-17
4 Rovnice nema feSeni, tj. K =J.
x=-2
K ={-2}
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3. Piiklad: Re$me rovnici % . [3x - lj - l . (4x - %) = % (6x-=5) —% v mnoziné R.

2) 3
Reseni:

l-(3x—l)—l-[4x—lj:l-(6x—5)—g
2 2) 3 3 4 3

3 1 4 1 6 5 2

J— —_—— X —_=—————

2 4 3 9 4 4 3
3 4 3 5 2 1 1
—X——X——X=————t———
2 3 2 4 3 4 9

3 36
B
3 36
64-3
X=——"
36-4
x=i, —e]R:>K={i}
3
4. P¥iklad: Re$me rovnici 0+25x —(x-=1) :%+% v mnoziné R .
ReSeni:
0+25x (=227 115
15 3 5

6+25x—15(x-1)=10x+21
6+25x—15x+15=10x+21
0-x=0

Resenim je kazdé x e R, tj. K =R (jedna se o identickou rovnici).

Linearni nerovnice s neznamou x : je kazd4 nerovnice, kterou lze pievést na jeden z tvarQ
ax+b>0; ax+b=20; ax+b<0; ax+b<0, kde a,beR, a=0. Pii feSeni nerovnic

pouzivame tytéz upravy jako pii feSeni rovnic s jedinou (ale velmi podstatnou) vyjimkou,

ktera je zfejma z nasledujiciho piikladu:

2[<]3 /-(-2)
4> -6

Z tohoto jednoduchého faktu vyplyvaji dvé dulezité zasady:

a) Pfi nasobeni, resp. déleni nerovnice zapornym ¢islem ota¢ime znaménko nerovnosti.

b) Umociiovat nerovnici lze pouze tehdy, maji-li obé& jeji strany stejnd znaménka: Jsou-li obé
strany kladné, ndsobime kladnym cislem, znaménko nerovnosti neménime. Jsou-li obé strany
zaporné, nasobime zapornym ¢islem a znaménko nerovnosti je tieba otocit. Nerovnici, jejiz

strany maji riizna znaménka, nelze umocnovat.
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5. Piiklad: Re3me nerovnici 3x—7 <5x—13 v mnoziné R.

M v

ReSeni:
3x-7<5x-13

3x—-5x<-13+7

2x<—6/
x>3

ResSenim jsou praveé vSechna ¢isla x, pro ktera plati x € (3;0); K =(3;).
Grafické zndzornéni:

03 x

6. P¥iklad: ReSme nerovnici x—7 <8— x v mnozing N .
ReSeni:
x—7<8—x
2x <15
15
x<—
2

Vzhledem k tomu, Ze nerovnici feSime v mnoziné¢ N, jsou feSenim pravé vSechna x, pro
ktera plati x € {0;1;2;3;4;5;6;7}, tj. K ={0;1;2;3;4;5;6;7} (pfipometime umluvu z kapitoly
2.1: 0eN).

Grafické znazornéni:
——0 000 0 & o

01234567
Soustavy linearnich nerovnic s nezndmou x: Pfi feSeni soustavy linearnich nerovnic
s jednou nezndmou hleddme neznama Ccisla, kterd vyhovuji zaroven né€kolika nerovnicim.
Mnozina vSech feSeni je pak priinikem mnozin vSech feseni jednotlivych rovnic.

7. P¥iklad: Re$me soustavu nerovnic 2x—7<0; 3x+1>0 v mnoziné R.
ReSeni:
2x—7<0 3x+1>0

X< — x>—l
2 3

Hledana ¢isla musi vyhovovat obéma nerovnicim soucasné:

1. nerovnice 7 1 .

] 2 ——<x<—
11! 3 2

3 2. rerovnice

MnozZinovy zapis feSeni: K, = (—oo;—%>; K, = (—l;ooj

K=K nKk, :(—oo;—z>m[—l;oo)=(—l;z>
2 3 32

8) Resme soustavu nerovnic 2x—7 <0; 3x+1>0 v mnoziné R.
ReSeni:
2x-7>0 3x+1<0

b |~
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Nerovnice nema feseni, tj. K = .
Rovnice v sou¢inovém tvaru je rovnice tvaru L(x) = 0, kde leva strana je soucinem nékolika
Cinitelt. Tento soucin je roven nule prave tehdy, kdyz alespoii jeden z ¢initell je roven nule.

9. Priklad: Re$me rovnici (x —2)(2x+3) =0 v mnoziné R .

Reseni: Hledané ¢&islo je feSenim rovnice pravé tehdy, kdyz
x—2=0 nebo 2x+3=0

t. x =2 nebo x=—%

o . _ 3
Mnozina vSech feSeni dané rovnice je tedy K = {2; —5} )

Nerovnice v sou¢inovém tvaru: Je nerovnice v nékterém z tvard L(x)<0; L(x)>0;

L(x)<0; L(x)=>0, kde leva strana je soucinem n¢kolika Cinitelll. Tento typ nerovnic lze

s vyhodou fesit pomoci tzv. nulovych bodu dle nasledujiciho piikladu:

10. P¥iklad: Resme nerovnici (4 — 7x)(x +1)(10x — 7)(3 — x) < 0v mnoziné R.

Reseni: Nejdiive uréime body, ve kterych jsou jednotlivé zavorky rovny nule (nulové body):
4

4-Tx=0=x, :7;podobné x, =-1; x, :%; x,=3.

Tyto Ctyfi body rozd€li ¢iselnou osu na pét intervalti. V téchto intervalech zjistime znaménka
jednotlivych zavorek. Podle toho pak lze urcit znaménko soucinu. VSe je vyhodné zapsat
formou tabulky:

4 4 7 7
o e | (49)) i) | 5) o=
4-7Tx + + - - -
x+1 - + + + +
10x -7 - - - + +
3—x + + + + -
L(x) + - + - +

Ma-li tedy byt L(x) <0, musi byt x e <—l;g> v/ <l

0 ;3> (v nerovnici je pfipusténa rovnost,

feSenim jsou tedy i vSechny nulové body).

M (x)

=0, kde na levé
N(x)

Rovnice v podilovém tvaru: je rovnice, kterou lze prevést na tvar

stran€ je raciondlni lomeny vyraz. Pievod uskutecnime pievedenim vSech vyrazl na levou
stanu rovnice a prevodem na spolecného jmenovatele. Lomeny vyraz je pak roven nule praveé
tehdy, je-li roven nule jeho Citatel:

v, . .. x—1 x+3 .
11. Priklad: ReSme rovnici 3 = v mnoziné R.
xX— xX—
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ReSeni:

x—1 x+3
x—-3 x-6
x—l_x+3=O
x—3 x-6
(x—lXx—6)—(x+3Xx—3)_O

(x—=3)(x—6)
(x—=D(x—-6)—(x+3)(x-3)=0
X =Tx+6-x>+9=0

—Tx=-15
15
xX=—
7

Pti feSeni téchto rovnic je tieba peclivé kontrolovat podminky, za kterych ma dana rovnice
smysl (defini¢ni obor feseni):
12. Priklad: V mnozin¢ R feSme rovnici

x+3 N Tx—15 x-3

x=3 9-x* x+3

ReSeni:
x+3 Tx-15 x-3
=+ =
x=3 9-—x° x+3
x+3 Tx—15 x—3
+ - =0
x=3 (B-x)3+x) x+3

—(x+3) +7x—15+(x=3)° B

B—-x)3+x) 0
—x*—6x-9+7x—15+x>-6x+9=0
—Sx =15

x=-3

Tento vysledek svadi k zavéru, ze K =1{-3}. Tento zavér je viak chybny, nebot’ pro x = -3
zadana rovnice neni definovdna a tato hodnota nepatii do defini¢niho oboru rovnice —
D=R-{-3}.Jetedy K = — zadan4 rovnice nema reSeni.

Nerovnice v podilovém tvaru: je nerovnice, kterou lze prevést na jeden z tvarQ N(( )) >0;
X

M(x M(x M (x . . C ;o y
M(x) <0; (x) <0; (x) >0, kde na levé strané je racionalni lomeny vyraz. Pfevod
N(x) N(x) N(x)

uskutecnime opét prevedenim vSech vyrazii na levou stranu rovnice a pfevodem na spolecny
jmenovatel. Déle feSime pomoci nulovych bodt.

x+1 < 4—x

< v mnoziné R.
x+2 1-x

13. Priklad: Re$me nerovnici
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ReSeni:

x+1 < 4—x
x+2 l1-x
x+1 4-x <0
x+2 1-x
(x+D)A-x)—(4-x)(x+2) <0
(x+2)(1-x)
—2x-17
(x+2)(1-x)
7 7 7
x (—oo;—Ej S (—E;—2j -2 (=2;1) 1 (1;00)
—2x-7 + 0 - - - — -
x+2 - - - 0 + + +
l-x + + + + + 0 -
L(x) - 0 + nedefinovano — nedefinovano | +

7
X€e|—w ;——> u(=2;1)
2
Ve slovnich ulohach, které vedou na linedrni rovnice ¢i nerovnice, se ¢asto vyskytuji ,,slovni
popisy* matematickych vyrazi.

14. Priklad: Skutecnost, ze kladné ¢islo a je
a) o tii mensi nez ¢islo x, zapiSeme a=x-3;

Y1t X7 o X7 ry X
b) trikrat mensi nez ¢islo x, zapiSeme a = E;

Gl PR 1 oxs ” 7
c) pétkrat mensi, nez podil ¢isel 7;b, zapiSeme a = 3 5
vr v , . v 7 i~ 2 .
d) o r mensi, nez druhd mocnina ¢isla p, zapiSeme a = p~ —r;
3
. oy e L " 2
e) r-krat mensi, nez tfeti mocnina Cisla p , zapiSeme a =—
r

et vy s i 3
f) ¢ krat vétsi, nez nez podil ¢isel 3;y , zapiSeme a=c-—;
Y

g) Ctytikrat mensi nez Cislo g zmensSené o 4, zapiSeme a . .y
2 4 b

15. Priklad: Které kladné ¢islo je tiikrat vétsi, nez jeho pétina zvétSena o Sest?

ReSeni: Neznamé (hledané) ¢islo X
" L s X
Pétina hledaného ¢isla g
v, v vy X
Pétina ¢isla x zvétSena o Sest §+ 6
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Trojnasobek tohoto ¢isla 3| =+ 6)

Rovnice 3. (

Kofen X
Hledané ¢islo je ¢islo 45.

U slovnich uloh je tieba vzdy provést ,.korekci realitou®, tj. pfesvédcit se o tom, ze nalezené
feSeni ma smysl v situaci, ktera je slovné popsana v zadani ulohy.

16. Piiklad: Otec je o 24 roky stars$i nez jeho Sestnactilety syn. Za kolik let bude otec ttikrat
star$i nez syn?

Reseni: Neznama (hledany pocet let) X

Synovo stafi po x letech 16 +x

Otcovo stafi po x letech 16+24+x tj. 40+ x
Ma tedy platit: 3-(16+x)=40+x

Tato rovnice ma feSeni x =—4. Otec tedy ,,.bude tfikrat star$i neZ syn za —4 roky, tj. tato
situace jiz nastala, a to pfed Ctyimi lety.

17. Priklad: Otci je 46 let, syniim 14, 20 a 24 let. Za kolik let buce otec tfikrat starSi, nez
vSichni synové dohromady?

Reseni: Nezndma (hledany pocet let) X
Stari 1. syna po x letech 14+ x
Stari 2. syna po x letech 20+ x
Stafi 3. syna po x letech 24+ x
Stati vSech synli dohromady (14+x)+(20+x)+(24+x), tj. 58+3x
Otcovo stafi nyni 46
Otcovo stari po x letech 46+ x
Ma tedy platit 46+x=3-(58+3x)

Tato rovnice ma feSeni x =—16. Podle této rovnice tedy loze vyhovuje situace pred Sestnacti
lety. To vSak neni mozné, protoze pred Sestnacti lety nejmladsi syn nebyl jeSté na svété.
Uloha tedy nema feSeni.

18. Priklad: Studenti pracovali na brigad¢ v ukolu. Za sklizenn ¢tyt hektarti Inu méli dostat
4 800,— K¢. Do jejich skupiny vSak byli pfifazeni dalsi tfi studenti, a tak dostal kazdy o
80,— K¢ méné, nez by mu piipadlo podle piivodni dohody. Kolik studentt bylo ve skuping?

ReSeni: Neznama (ptivodni pocet studenti) X
Piivodni odména skupiny 4 800
. . . 4 800
Piivodni odména jednoho studenta
X
ZvySeny pocet studentli x+3
, . 4 800
Nova odména jednoho studenta
x+3
Ma tedy platit 4800 80 = 4 800
X x+3

Tato rovnice ma koteny x, =12; x, =—15. Druhy z nich uloze nevyhovuje, protoZe pocet
student nemiize byt zaporny. Ve skupiné tedy bylo piivodné dvanact student.
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19. Priklad: Nadrz se naplni tfemi kohouty za 6 min 40s . Prvnim kohoutem by se naplnila za

15min , druhym za 20 min . Jak dlouho by se plnila tietim kohoutem?

Reseni: Neznama (pocet minut plnéni 3. kohoutem) x
1. kohoutem za minutu % nadrze
2. kohoutem za minutu % nadrze
3. kohoutem za minutu 1 nadrze
X
. ) 1 1 3.
Vsemi kohouty za minutu — =——=— nadrze
62 20720
3 3
Ma tedy platit L + € + 1 = 3
15 20 x 20

Tato rovnice ma feSeni x =30, tfetim kohoutem by se tedy nadrz naplnila za 30 minut.
NereSené tlohy:
Reste v R a proved’te zkousku:

1) 8(3x—5)—5(2x —8) =20 +4x
2) (8—3x)" +(5—4x)°-6=(9-5x)" +20x—4
- +(x-2P+(x-3’=3(x-1)(x-2)(x-3)

4) %(3x—%)—%(4x—%) :%(6x—5)—§

5) 3(x+l)_(x+1+lj:5x+1_(3x—1_3j

2 4 7 2
6) 6+25x_(x_1)=2_x+1 8) x+1Jr 2 1= 6x
3 5 x—=1 x+2 X +x-2
7) 12 1-3x 1+3x 9) 1 1 5

2= + - =
1-9x° 1+3x 3x-1 x-3 x-2 x+6
Reste rovnice v danych mnoZinach:

5x—11_5x+3_50—22x
2 5 10

10) v mnozin¢ N .

11) (x—3)(x+2) = (x—2)(x—1) vintervalu (-2;4).

12) Cyklista vyjel v 15 hod. rychlosti 15 km/h. O dvé hodiny pozdé&ji z téhoz mista vyjel za
nim motocyklista rychlosti 60 km/h. V kolik hodin ho dostihne?

13) Jeden femeslnik vykona svétenou praci za deset dni, druhy tutéz préci za patnact dni. Za
jak dlouho vykonaji tuto praci oba femeslnici spole¢né?
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Reste nerovnice

14) 2x+7<3x—4  15) Zﬁ;1<2ﬁ;1 16) (x —3)> +(x+1)? <2x> —6x +13

Reste nerovnice v danych mnozinach:

2x_3+§<1;xeN 18)

17)

1%8x+3£l—x;xeA:{erh>—ﬂ
2

Vysledky:
D2 2 % 3) 2 4) % 5) % 6) R 7) -1 8) rovnice nema feSeni 9) —12
10) 3 11) 4 12) 17h40min 13) Sestdni 14) (11;0) 15) (—o0;-2)

16) (—oo ,%) 17)1 18) {1;2;..;10} 19) {-4;-3;-2;-1}

4.3 Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou
Tyto rovnice a nerovnice fe§ime pomoci nulovych bodl vyrazii v absolutnich hodnotach.

1. P¥iklad: Re$me rovnici |x—3| = 2.
Reseni: Pro x € (-0;5) je x—5<0;pro x € (5;0) je x—5>0. Je tedy:

x €(—2;5) | x €(5;0)
x=5 - +
|x—ﬂ —x+5 x—5
-x+5=2 | x-5=2
x=3 x=7

Pro x € (—»;5) jetedy x=3;pro x € (5;%) pak x =7 . Mnozina vSech feseni je K = {3;7}.

2. P¥iklad: Re$me rovnici |x — 2|+ [2x—8|=5.

ReSeni:
x € (—o0;2) xe(2;4) x € (4;0)
x—-2 - + +
2x-8 - - +
|x—2| -x+2 x—=2 x-=2
|2x—§] 8—2x 8—2x 2x—8

2—-x+8—-2x=5 | x—-2+8-2x=5|x-2+2x-8=5
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Pro x € (—o0;2) jsme nalezli hodnotu x = %; pro x € (2;4) hodnotu x=1 apro x € (4;) pak
hodnotu x=5. Podminka v zahlavi tabulky a odpovidajici nalezeny vysledek musi platit

5. .
souCasn¢. Hodnotu x = 3 jsme nasli za podminky, Ze x € (—0;2). Tyto podminky soucasné

. 5. v . . Cw e
plati, tj. x:E je opravdu feSenim zadané rovnice. Hodnota x=1 je feSenim pouze

v piipad¢, Ze souCasné plati x e(2;4). Tyto dvé podminky vSak nemohou platit soucasné,
v intervalu x €(2;4) tedy rovnice nema feSeni. Hodnota x =5 feSenim je. Mnozina vSech
feSeni je tedy rovna

5 5

3. P¥iklad: ReSme nerovnici |x+3|>8—]2—3x]|.

x € (—o0;-3) xe <—3;g> xXe (z;ooj
3 3
x+3 — + +
2-3x + + _
|x+3| ~x-3 x+3 X+3
12 —3x] 2-3x 2-3x 3x—2
—x—-3>28-(2-3x) | x+32>28—-(2-3x) | x+3=>28-(3x-2)
-3 i
E ? 31 ] I E
e 3 2 2 7
4 2 3 3 4
esg | | |
4
3 7
x e (-0;-3)=K, xe<—3;—§>=K2 xe<Z; ooj:K3

K:KluKzng:(—oo;—3)u<—3;—§>u<z; 00 |=| —00; —§>U Z; 0.
2 4 2 4

NereSené tlohy:

Reste v R rovnice: 4) |x—2|+|x+2|=2x+2

5) [2x+1|+|2x-1|=3

6) |x+5|—|x—2|=|x|—x+7
7) |x|+2]x+2|-3|x-3|=0

Reste v R nerovnice:

1) 7—4x:|4x—7|
2) x+[x-3|=5
3) |x|—|x—1|:2
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11) |x| <|x=1|=|x +1]

8) [x-3[<2 12) |+ 2| - 2[2x +4) < [px— 1]

9) [x-3|>5
10) 3|x+4|-[3x+2|<0

Vysledky: 1) (—oo; %> 2) 4 3) rovnice nemaieSeni 4) 1 5) i% 6) (2;0)

7)% 8) (15) 9) R—(-2;0) 10) (—oo;—gj 11) (-20) 12) R

4.4 Soustava dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi

Dvojici rovnic

ax+by=c

a,x+b,y=c,
kde a,,b,c,a,,b,,c, e R, nazyvame soustavou dvou linearnich rovnic se dvéma
neznimymi x,y. ReSenim této soustavy nazyvame kazdou usporédanou dvojici [x,,¥,],

ktera vyhovuje obéma rovnicim soucasn¢.

Tato soustava mlze mit bud’ jedno feSeni, nebo nekoneéné mnoho feseni, nebo zadné feseni.
Pozor! Jedna uspofadana dvojice [x,, y,] je jednim FeSenim.

Tyto soustavy feSime bud’ metodou dosazovaci nebo metodou scitaci.

Dosazovaci metoda: z nékteré rovnice vyjadiime jednu neznamou a dosadime do rovnice
druhé. ObdrZime tak jednu linearni rovnici o jedné neznamé.

1. Priklad: 'V mnoziné Q feSme soustavu

3u+2v=—4
2u-3v=19
ReSeni: Ze druhé rovnice vyjadiime u : u= 19 er 3v
a dosadime do rovnice prvni:
3_19+3v+2v:_4

3-(19+3v) +4v =-8

13v=-8-57
65
vV=——
13
v=-5

Dosazenim do druhé rovnice dopoc¢itdme u :
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2u—-3-(-5)=19
2u=19-15
u=2
Je tedy [u,v]=[2;-5].

S¢itaci metoda: Vhodnym vynasobenim jedné nebo obou rovnic a jejich naslednym sectenim
(popt. odectenim) dostaneme jednu rovnici o jedné neznamé.

2. Priklad: V mnoziné Q opét feSme soustavu

Bu+2v=-4
2u-3v =19
ReSeni:
3u+2v=-4/3
2u—3v=19/-2
Ou+6v=-12
4u —6v =38
13u =26
u=2

Dosazenim do kterékoli rovnice pak obdrzime v = -5, tedy [u,v] =[2;-5].

3. Priklad: Za tii roky bude otec pétkrat starSi nez syn, za pét let jen Ctyfikrat starsi. Kolik let
je otci a kolik synovi?

Refeni:  Soucasny vék otce...... x let zatfiroky.... (x+3) za pét let...... (x+5)
Soucasny vék syna..... y let zatfiroky.... (y+3) zapétlet...... (y+5)
x+3=5(y+3) x+5=4(y+5)
Resime tedy soustavu
x+3=5(y+3)
x+5=4(y+5)
—(x=5y=12)
x—4y=15
y=3=>x=27
Otci je 27 let, synovi 3 roky.
NereSené ulohy:
Reste soustavy
1 2x—-y =1
x+3y=11 3) x+4y=37
2x+5y =353
4x+3y=6
) A
2x+y=4
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12y =11x-196 2 3

4 -

) 12x =13y +213 10) x=2y 2x-y
2x+7y—-18=4(x+ ) 4x-2y
Sx—4y—-13=2(x—-y) 3(x-2y)

(x+dD(y-2)=(x-5)(y+4) 2x—5_y+l_1
(x+6)(y-1D=(x-D(y+2) 1) x—-4 y-=-2
2x+1_3y+2=2y_x 3x—i—1_2y+9=1

7 5 7 x=1  y+2

3x-1 Tx+2 1 1

+ =2x—-y —4+-=5
! ° 120 5 Y (névod: 1 L_y)
navod: —=u ; —=v
2x—y+3_x—2y+2:4 3_22_9 x Y

3 43 3 4 24 9 Y
x—4y+3 Ax-2y-9 _,
4 3

4 7
9) x-3y 9x+2y
3 9

2x+y=x—y+1

13) Zvétsime-li §itku obdélnika o 5m a délku o 10m, zv&t3i se jeho obsah o 625m?. Zvétsime-
li naopak 3itku o 10m a délku o 5 m, zvétsi se obsah 0 625m’. Ur&ete rozméry obdélnika.

14) Po okruhu dlouhém 2 550m jezdi dva motocykly tak, ze jezdi-li proti sob¢, potkavaji se
kazdou minutu, jezdi-li tymz smérem, potkavaji se kazdych pét minut. Urcete jejich rychlosti.

Vysledky
D (23] 2)[3-2] 3) [9%7] 4)I[&-9] 3)I[1516] 6) [&4] 7)[7:4] 8)[7;5]
9) [I;-1] 10) soustava ma nekonecné mnoho feSeni  11) [5;3] 12) {% ,%} 13) 35m,

45m 14) 1.53 km/min 1.02 km/min

4.5 Soustava ti'i linearnich rovnic se tfemi neznamymi

Pfi feSeni soustav vice rovnic s vice nezndamymi pouzivame stejné Upravy jako v piedchozi
kapitole, navic muzeme vynechat rovnici, kterd je nasobkem rovnice jiné. Soustavu
(libovolného poctu) rovnic se tfemi neznamymi tak budeme pievadét na soustavu dvou
rovnic:

1. P¥iklad: Resme soustavu:

x+y—-z=11
x—y+z=1
-x+y+z=35

ReSeni:
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Dosazovaci metoda: (napiiklad) z prvni rovnice vyjadiime (naptiklad) x, tj. x=11-y+z
a dosadime do zbyvajicich dvou rovnic:

I-y+z—y+z=1 —2y+2z=-10
=
—-(1l-y+z)+y+z=5 2y =16

Odtud snadno dostaneme y =8; z =3 a dosazenim do libovolné ze tfi piivodnich rovnic
x =6. Soustava ma jedno FeSeni [x,y,z]=[6;8;3].
S¢itaci metoda: Secteme vhodné ndsobky rovnic tak, abychom se zbavili jedné neznamé.

Obdrzime tak soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Jak je vidét nize, v tomto piipadé se
vhodnym sectenim zbavime dokonce dvou nezndmych:

Secteme prvni a druhou rovnici: Secteme druhou a tfeti rovnici:

x+y-z=11 x—-y+z=1

x—y+z=1 —-X+y+z=5
2x=12=>x=6 2z=6=>z=3

Hodnotu neznamé y zjistime opét dosazenim x =6; z=3 do libovolné ze tfi piivodnich
rovnic.

2. priklad: ReSme soustavu

x+y—z=11
x—y+z=1.
-x+y+z=35

ReSeni: Sectenim prvni a druhé rovnice dostaneme 2x =12 = x =6. Dosazenim této
hodnoty do druhé a tieti rovnice tedy dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych

6-y+z=1 -y+z=-5
= .
—-6+y+z=35 y+z=11

Tyto rovnice lze opét seCist, dostaneme 2z=6=z=3 a dosazenim této hodnoty do
kterékoli rovnice dopocitdme y = 8. ReSenim nasi soustavy je tedy [x; y;z] =[6;8;3].

NereSené tlohy:

xX—y—z=5 x+2y—-3z=-8 2x -3y +4z=5
1) y—x-z=1 2) 3x+y+2z=10 3) 3x+4y-2z=0
z—x—y=-15 2x-3y+2z=5 —4x+2y+3z=8
x+2y=9 x+y=13 x+y=28
4 y-3z=-5 S) x—z=5 6) x+z=30
Sz—x=14 y—z=2 y+z=32

1 7 X y z
X—y== X+2y=— —+=+—==1

y=3 7T 2 3 4

1 5 x y z
7 —z== 8 +3z=— 9 —+=+—==1

A ) YTy bty
x+z:i 4x+z:E A

3 3 4 5 6
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10) Nadrz se plni tfemi pfivody 4,B,C. Soucasné otevienymi piivody A4,B se naplni za
hodinu, ptivody A4,C za 45 minut a ptivody B,C za hodinu a ptl. Jak dlouho by se plnila
kazdym ptivodem zvIast'?
Vysledky:
D [7:35-31 2) [3357]  3) [0:1,2]  4) [L43] 5 [583] 6) [13;1517]
7) H;l;i 8) é;l;E 9) [12;-60;60]

121212 423
10) 4 1hod 12 min, B 6 hodin, C 2 hodiny

4.6 Kvadratické rovnice a nerovnice

Kvadraticka rovnice (s nezndmou x ) je rovnice, kterou Ize ptevést na tvar
ax> +bx+c=0; a=0,

kde ax’ je kvadraticky, bx linearnia c absolutni ¢len (a,b,c jsou znama &isla).
Rovnici feSime doplnénim kvadratického trojclenu na levé strané na plny ctverec:

AA=x">>A=x
2 —
ax + bx te=0 24B=2x=28=L -t
) b c a a 2a
X+ =x +—=0; =
a a B b?
A® +24B+ B’ T 44>
A* + 2AB+ B?
2 2
xZ + 2 +b_2_b_2 E:O
a da° 4a” a
(A+B)’
2 2
(x+ij —b—2+£:0
2a da° a

( b )2 ¢
Xx+— | =—-=
2a 4a* a

2a

O existenci feSeni v oboru realnych ¢&isel rozhoduje existence realné odmocniny 'b* —4ac ,

tj. znaménko vyrazu D = b*> —4ac, ktery nazyvame diskriminant kvadratické rovnice:
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_—b+/D
2a

—b++J0 b

b) je-li D = 0: koten realny dvojnasobny X, = =X =X, =—,
’ 2a 2a

a) Je-li D > 0: dva kofeny realné rizné: X, 5

¢)je-li D <0: dva kotfeny komplexn¢ sdruzené

_—b*J(-1)-(-D) _-bx-1-N=-D _-b+i-\-D

x =
b2 2a 2a 2a

Poznamky:

ad b) Dvojnasobny kofen rovnice lze chdpat jako dvojim zplsobem: Je-li D =0, pak
mnozina K vSech feSeni je jednoprvkova. V tomto smyslu je to kofen jediny. Dvojnasobny
koten lze vSak chépat také jako dva koreny, které splynuly,

ad ¢) Pozor! Je-li D <0, pak -D>0.

1. Priklad: ReSme rovnice

a) 2x° —x—-6=0 b) 4x* +12x+9=0 c) x’—4x+13=0
ReSeni:
2
1£4J1+48 1£7 3 3
a = = = ’ t'. =2; =_—,ted K= 2;__
)xl,Z 4 4 _% .] ‘xl xZ 2 y { 2}
— —+ _ _ +
b) x,, = 12 ++/144 144: 12_02_3; 6. x1:x2:_§, tedy K = _3
’ 8 8 2 2 2
o) x _4+V16-52  4+£+-36
1,2 — -
’ 2 2

Tato rovnice nema feSeni v oboru redlnych ¢isel. V oboru komplexnich ¢isel je
4+-36 4+36i 4+6i [2+3i : . :
X, = = = = s 4o =243i; x,=2-3i.
’ 2 2 2 2-3i

2. Priklad: Jedna ze dvou firem miiZze vyrobit zbozi na zakazku o Ctyti dny dfive, nez druha.
Kdyby firmy vyrdbély spole¢né, vyrobily by za 24 dny pétkrat vice zboZi nez pozaduje
zakazka. Za jakou dobu by splnila zakazku kazda firma zv1ast™?

ReSeni:
Neznamé (doba prace prvni, resp. druhé firmy) X5 Y,
. 1 1
¢ast zakazky splnéné prvni, resp. druhou firmou za jeden den - =,
x y
cast zakazky splnéna za 24 dny obéma firmami 24 . (l + lj .
Xy
ot sy Xt s e g 1 L 1 1
Tato ,,zakazka* ma byt pétkrat vétsi, tj. ma platit (prvni rovnice) 24| —+—|=5.
Xy
Prvni firma ma splnit o ¢tyfi dny diive, nez druhd (druha rovnice) x=y-4.

69



x oy

x=y—-4
Dosadime-li ze druhé rovnice do prvni, dostaneme:

24. (L + lj =5
y=4 'y
24(y+y-4)=5y(y-4)
48y -96=5y" 20y
5y* —68y+96=0.
Pomoci vySe uvedeného vzorce najdeme koteny y, =12;y,=1,6. Dosazenim do druhé

rovnice soustavy obdrzime
X, =y, —-4=12-4=8;
x,=y,-4=1,6-4=-2,4

Zadana soustava ma tedy dvé feSeni: [x;y,]|=[12;8]; [x,;y,]=[1.6;—2.4], druhé znich
vSak nevyhovuje zadani tlohy (firma nemiize splnit zakédzku v zaporné dob¢). Jedna firma by
tedy sama splnila zakazku za dvanact dni, druh4 sama za osm dni.
Uvazujme rovnici tvaru (x —x,)-(x —x,) =0. Dosadime-li za x né&které z Cisel x,;x,, je
rovnice zfejmé splnéna . Cisla x,;x, jsou tedy kofeny této rovnice. Roznasobme zavorky:
(x—x) (x=x,)=0
X=X X=X, x+x-x,=0.
X = (X + %) x+x-x, =0
Maéme-li nyni kvadratickou rovnici ax® +bx +c =0;a # 0, lze ji zapsat v tzv. normovaném
b ¢ b c . _—

tvaru x° +—x+—=0, resp. x’ +px+q=0, kde p=—;q=—. Porovnime-li viak tento

a a a a
normovany tvar s vySe uvedenym zapisem

X —(x,+x) x+x-x,=0

) b c

X +— x +— =0
a a
x> +p x +qg =0
dostaneme
X, +Xx,=—p=——

c
XX, =g =—
a

Je-li x, kofen kvadratické rovnice, vyraz x —x, se nazyva korenovy c¢initel a rozklad
. , oy 2 2

kvadratického troj¢lenu ax” +bx+c=a(x—x)(x—x,), resp. X"+ px+¢q=(x—x,)(x—X,)

se nazyva rozkladem na soucin korenovych ¢initeli.
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3. Priklad: Uréeme kofeny rovnice rozkladem kvadratického troj¢lenu na soucin koienovych

Siniteld: a) x> +3x+2=0 b) x>’ —x—-6=0 ¢) x*-9x+20=0.

ReSeni:

a) Hledame dvé ¢isla x;x,, jejichz souCinem je dvojka a souctem minus trojka. Témto

podminkam vyhovuji ¢isla x, = —1;x, = =2, tato Cisla jsou tedy kofeny nasi rovnice.

Pozor! Rozklad na soucin kofenovych ¢initelt je (x —x,) - (x — x,), tedy v naSem piipadé
[x-=(=D]'-[x=(2)]=(x®1)-(xD2)

b) Tentokrat musi byt x, -x, =—6; x, +x, =1, je tedy x, =3;x, =-2.

¢) Konecné x,-x, =20; x,+x,=9;t. x, =5x, =4.

Kvadraticka nerovnice je nerovnice v nékterém z tvart L(x)<0; L(x)>0; L(x)<0;

L(x)>0, kde L(x) je kvadraticky trojclen. Tuto nerovnici feSime rozkladem kvadratického

troj¢lenu na soucin kotenovych Cinitelt a dale pak metodou nulovych bodu (viz kpt. 4.2. pt.
10.).

4. P¥iklad: Redme kvadratickou nerovnici x* +11x +24 <0

Reseni: Nulové body kvadratického trojélenu zjistime bud’ vzorcem pro feSeni kvadratické
rovnice nebo pomoci vlastnosti kofenovych ¢Cinitelti: zde ma byt x, +x, =-11; x, -x, =24.
Je tedy x, = —8;x, =—3. Dand nerovnice je tedy ekvivalentni s nerovnici (x+8)(x+3)<0.
Pro x <—-8 jsou obé zavorky zaporné, pro x > -3 pak ob¢ kladné, jejich soucin je tedy
kladny. Pro x € (—8;—-3) maji zdvorky riiznd znaménka, jejich soucin je tedy zdporny a tento
interval je feSenim dané nerovnice, tj. K = (—8;-3)

5. Piiklad: Re3me kvadratickou nerovnici —x> +4x—-4<0.

ReSeni: Vynasobme nerovnici minus jedni¢kou: x’ —4x+40 (pozor — je nutné zménit
znaménko nerovnosti). Kvadraticky trojélen je druhou mocninou dvojélenu: (x—2)*>0.

Tato mocnina mé jediny nulovy bod x =2, pro x # 2 je vzdy kladnd. MnozZina vSech feSeni
nerovnice tedy je K =R —{2}.

6. Piiklad: Re3me kvadratickou nerovnici x> +6x+10<0.

ReSeni:  Diskriminant  kvadratického  trojélenu  L(x)=x*+6x+10 je roven
D =36-4-10= -4, tento trojclen tedy nema nulové body, dosazenim napt. x =0 zjistime,
7e L(0)=0"+6-0+10=10> 0, a nerovnice tedy nema feseni (K = Q).

NereSené ulohy:
Reste v R :

1) x’-6x-216=0 3) 11x* +13x-138=0 2x+1  x-1 _x+3 4+x

2) 3x* —8x+4=0 4) 4x+5 12 1 ) x+3 x*=9 3-x 3+x
X x—2 6) 18y+7: 30 13
y-1 3y -1 y +y+1
Rozlozte kvadratické troj¢leny:
7) x> —9x-22 9) x> —Tx+12 11) x> —10x+24
8) 2x> —5x+2 10) x* —x—132 12) x* +27x+126
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Restev R :

13) x> —5x+6<0 19) x(x*=7x+10)>0 252 273, %72
14) x> -7x-8<0 20) x*-9x*+8>0 x=2 x-1
2
15) x> +8x<0 21) x:+x31—x—11>0 26) X +22x1—3<0
6x—5 X+
16) <0 22) ———>—-—1 ) ;
4x+1 2); 3x 74x ] 27) (x 1)(x—i-2) <0
172220 23) L < ol
X+6 x+1 x+2 x-1 ¥t =3x +2x
1 1-2x l+x 28) —————>0
18) <2 24) - >1 x*—x-30
3x-2 I+x 1+2x

29) Do stanice vzdalené 130 km vyjede osobni vlak, za dvé hodiny po ném rychlik. Ten ujede
za hodinu o 30km delsi drahu, takze dojede k cili o 10 minut diive, nez osobni vlak. Jaka je
primérnd rychlost vlaki?

30) Propast je hluboka 150 m. Za jak dlouho dopadne kdmen, ktery do ni volné pustime?

31) Vodni nadrz se naplni prvnim ptivodem o ¢tyfi, druhym o devét hodin pozdéji, nez by se
naplnila obéma soucasné. Za jakou dobu se naplni kazdym ptivodem zv1ast'?

Vysledky:

1) 18,12  2) 2;% 3) 3;—% 4) 5;—% 5 0.1  6) 9;—4

7 (x+2)(x—11) 8) 2(x—0.5)(x-2) 9 (x-3)(x-4) 10) (x+11)(x—12)
11) (x—4)(x—6) 12) (x+2D)(x+6) 13) (223) 14) R—(-1;8) 15) <—§;0>

16) (—%;%) 17) (=6;3) 18) R—<§;l> 19) (0;2)U(5;0)  20) (1;2)U(2:3)

1 5 1
21) R—(-L1) 22)R—<0,E> 23) (—oo,—Z)U(—Z,—lju(l,S) 24) (—1,—5]

25) ( 1;%>u(2;oo) 26) (-3;1) 27) (~0;-2) U (=2 —1) U (I;00)

28) (—o0;-5)U(1;2) U (6;00) 29) 30 kmh™; 60 kmh™ 30) /30 s 31) 1. ptivod: 10 hod., 2.
ptivod: 15 hod.
4.7 Iracionalni rovnice a nerovnice

Iracionalni rovnice je rovnice s nezndmou pod odmocninou nebo s nezndmou umocnénou na
raciondlni exponent. Pii jejim feSeni celou rovnici umociiujeme, coz neni ekvivalentni Uprava,
ale Uprava transcendentni (viz kpt. 4.1 pt. 2.). Soucasti feSeni, které tyto Gpravy pouziva, musi
byt zkouska.

1. P¥iklad: ReSme rovnici v2x+4 =3 v mnozing R..

ReSeni: Zkouska:
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V2x+4=3/( ) L

2x+4=9 E ):\/@:ﬁ:3

)3

L=P

(9)]
~
| N

X=—

2
. 5 e, .
Cislo x = 5 tedy je feSenim rovnice.

2. P¥iklad: Re$me rovnici V2x+7 =x—5 v mnoZiné R .
ReSeni: Zkouska:
_ 2
Nx+7=x-5/() L2)=2+7=3 PQ2)=2-5=-3 L(2)#P(2)

— 2_
x+7=x"—-10x+25 L(9)=\/m:4 P9 =9-5=4 L(9)=P©)
x*—=11x+18=0

X =2;x,=9

Cislo x =2 tedy nevyhovuje a jedinym fe$enim rovnice je x = 9.

3. P¥iklad: Re$me rovnici \/S—Sy = \/3y—ll v mnozin¢ R.
ReSeni:
=5y =By-11/( )  L@)=v-5-52=+-15
5-5y=3y-11
y=2

Pro ¢islo y =2 neni definovdna odmocnina na levé strané (ani na pravé — ale to jiz zjiSt'ovat
nemusime). Toto ¢islo tedy nemiize byt feSenim. Rovnice nema feSeni.

V ptipadég, Ze rovnice obsahuje soucet popt. rozdil odmocnin, musime umociiovat dvakrat:

4. P¥iklad: Resme rovnici vx +9 +3x =7 v mnoziné R.
Reseni:
Jx+9+43Jx =7/ )
Xx+9+63xVx+9 +9x =49
63/ x\/x+9 =40-10x
3xVx+9=20-5x/( )

9x(x +9) =400 —200x + 25x°
16x” —281x+400=0

: 16
281i\/281 -4.16-400 281+231

x1,2: = = 25

32 32 —

16

73



. oy . . 25
Zkouskou zjistime, Ze kotfenem je pouze Cislo x = 6

4. P¥iklad: Re$me rovnici 2, /xz —-X +i =1-2x vmnoziné R .
Reseni:
2,/)52 —x+% =1-2x/)’

4()62 —x+ij:1—4x+4x2
4x’ —4x+1=4x" —4x+1

Posledni rovnice je splnéna pro kazdé x € R, soucasné vSak vyraz pod odmocninou v prvni
rovnici musi byt nezaporny. Stejné tak musi byt nezdporna 1 prava strana prvni rovnice. Musi

2
tedy byt x’ —x+%20:(x—%} >0, coz je splnéno vzdy, ale také 1—2x20:x£%.

TSRV . oo 1
Mnozina vSech feSenim dané rovnice je tedy K = (—oo = ).
Pti feSeni iracionalnich nerovnic je tieba si uvédomovat, ze pro kazda dvé nezaporna c¢isla

a;b plati: a <b < a” < b apro libovolna dvé nekladna ¢isla c;d plati c<d < ¢* >d’.

5. Piiklad: Re$me nerovnici Vx> +2x+5 > x—7 vmnoziné R .

ReSeni: Refenim nerovnice x°+2x+5>0 se presvédéime, Ze kvadraticky trojélen pod
odmocninou je kladny pro kazdé¢ x e R, a tedy i dand nerovnice je definovana pro kazdé
x € R. Zaroven je leva strana nerovnice vzdy kladna. Pro pravou stranu mohou nastat dva

ptipady:

a) x—7<0=x<7. Pro tato x je leva strana kladna, prava zéporna a interval (—o;7) je
tedy feSenim nerovnice.

b) Je-li x—7>0= x>7, mizeme zadanou nerovnici umocnit:

VX2 +2x+5>x=T7/( )

X 4+2x+5>x*—14x+49

11
x>—

Protoze (x > %) A(x2>7)= x>7,jemnozina vSech feSeni K = (—0;7) u<7;oo) =R.

6. P¥iklad: Resme nerovnici 94/9y — y*> —8 > 7y v mnozin& R .

Reseni: Kvadraticky trojélen pod odmocninou je nezaporny pro y e <1;8>, pro tato y je

prava strana kladna, nerovnici tedy mizeme umocnit:
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99y —1y*—-8>7y/( )’
81-(9y—y*> —8)>49)°
130y> =729y +648<0
72

_2
N5

Nalezli jsme nulové body, je tedy ( y—%) ( y—gj <0. Tento soucin je zaporny nebo

roven nule (tj. nekladny) pro ye <% %> (zde je prvni zavorka kladna, druhd zaporna).

Mnozina vSech feseni je tedy K = <l; 8>m 2,2 = 2,2 .
65 2 65 2

NereSené tlohy:

Reste rovnice v mnozingé R : Reste nerovnice v mnoziné R :
1) Vvx+3++Jx+1=0 5) VX’ +x-12<6-x
2) Vx+2++/x—-2=+2x+3 6) x—3/x—4>0

3) \/1+x 2x° +8 =x+1 7) 3x—2Jx -1<0
x+1 8 Vx-2+x>4

x+1

4)

Vysledky
. 5 48
1) nema feseni 2)5 3) {0;2} 4)3 5)( 13) 6) (16;+0) 7) (0;1) 8) (3;+00)

4.8 Rovnice s parametry

V rovnicich se ¢asto kromé& neznamych vyskytuji ¢isla, kterd mohou nabyvat vice hodnot —
parametry. Takova Cisla rovnéz znaCime pismeny. V zadani rovnice je pak feCeno, které
pismeno zna¢i nezndmou a kterd pismena jsou parametry. Rovnici pak feSime vzhledem
k témto parametrim a provadime diskusi fe$eni. Re§ime tak sou¢asné celou mnoZinu rovnic,
protoZe pro rizné hodnoty parametru dostavame riizné rovnice.

1. Priklad: V mnozin¢ R feSme rovnici p(2— p)x =4p sneznamou x a parametrem p .

ReSeni: Rovnice je definovana pro kazdé p € R, hledame tedy feSeni pro kazdé realné p .
Je-li p(2— p)+#0, dostavame:
p2—-p)x=4p/:p(2-p)
4

X=—

2-p
Diskuse FeSeni: Pro p =0 (viz prvni upravu) dostavame rovnost 0 =0 a feSenim je kazdé
realné ¢islo. Je-li p =2, dostdvame rovnici 0-x =8, kterda nema feSeni.

Zavér: Je-li p =0, pak feSenim je kazd¢ realné ¢islo, tj. xeR.
Je-li p =2, pak rovnice nema feSeni.
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Je-li pe{0;2}, pak x=2i.
+p
p

oy vy v LX
2. Priklad: V mnozin€¢ R feSme rovnici

= px—1 sneznamou x a parametrem p .

ReSeni: Rovnice neni definovana pro p =0, hledame tedy feeni pro p =0

X+p -
p
x+p=px—p
(1-pHx==2p/:(1-p*);p=#=l
_p -l
2p

Diskuse FeSeni: Pro p =0 neni dana rovnice definovana. Uprava v predposlednim fadku je
proveditelna pouze pro p # 1.V pfipadé, Ze p ==+1,je 0-x ==£2 arovnice nema feseni.

Zavér: Je-li p =0, pak rovnice neni definovana.
Je-li p =+1, pak rovnice nema feseni.
. p’ -1
Je-li p#0A p#=tl,pak x= .
2p
3. Priklad: Re$me rovnici =2a sneznamou x v mnozin¢ R a parametrem a € R.
a+x
ReSeni: Rovnice neni definovana pro x = —a , hledame tedy feSeni v mnoziné¢ R — {—a} :
2+ ax
=2a
a+x

2+4+ax =2a(a+x)
24+ ax =2a’ +2ax
2-2a*=ax/a,a#0
2
x:2(1—a )
a

Diskuse FeSeni: Posledni uprava je mozna jen tehdy, je-li a#0. Pro a =0 dostdvame
rovnici 2=0-x, kterd nema feSeni. Nalezend hodnota nezndmé je feSenim dané rovnice

2
prévé tehdy, kdyz 20—%) ¢ R _ (_q} 4.
a
2
2(1-a”) . a
a
2-2a% #-a’
2#ad’
a# i\/z
Zavér: Je-li a € {0; \/5 ; —\/5 } , pak rovnice nema fesSeni.
2
Je-li a ¢ {O;\/E;—\/E},pak X :M )
a
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4. Priklad: ReSme rovnici #x° +#’x+¢=0 snezndmou x v mnoziné R a parametrem ¢.

ReSeni: Rovnice je definovana pro kazdé ¢ € R, hledame tedy feSeni na celé mnoziné R :

0t +2x+t=0/:4 t#0
X +tx+1=0

-t -4

Xy =
1,2
2

Diskuse FeSeni: Pro /=0 (viz prvni upravu) dostdvame rovnost 0 =0 a feSenim je kazdé
realné ¢islo. Je-li +* —4<0, tj. lt| < 2, rovnice nema feSeni v R. Je-li ¢/ =2, ma rovnice
dvojnéasobny realny koten, a sice pro t =-2 je x,=x, =1 a pro t =2 pak x, =x, =—1. Pro
|t| > 2 dostavame dva realné riizné kofeny dané vyse uvedenym vzorcem.
Zavér: Je-li t=0,pak xeR.

Je-li  |il<2 , pak rovnice nema fesSeni.

Je-li  t=2,pak x, =x, =1.

Je-li t=-2,pak x, =x,=-1.

Je-li il >2, pak x,, =—

az’ +(a-1)z-1
a-3
ReSeni: Rovnice neni definovana pro a = 3, hledame tedy feseni pro parametr a € R —{3} .

5. Priklad: ReSme rovnici =0 sneznamou z v mnoziné¢ R .

az’ +(a-1)z-1

=0/-(a-3)
a-3
az’ +(a—=1)z-1=0/(a #0)
—~(a-1)*x\J(a=1) +4a
212 =
2a
—~(a-1)*(a’ +2a+1
zZ =
b2 2a
—(a—-1)xJ(a+1)
“2 = 2a
1
—(a-1)x(a+1) —
Z1p = =\ a

2a 1

Diskuse FeSeni: Pro a =0 dostavame linearni rovnici —z —1=0, ktera ma kofen z=-1.
Diskriminant kvadratické rovnice D = (a +1)* je vzdy nezaporny, pro a ¢ {0,—3} ma rovnice
nalezené feSeni. Pro @ = -1 je D =0 arovnice ma dvojndsobny kotfen z, =z, =—1.

Zavér: Je-1i a =3, pak rovnice neni definovana.
Je-li a e {~1;0},pak : z, =z, =—1.

Je-li a ¢{0;3;-1}, pak z, =-1; z, =l.
a

NereSené tlohy:
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Reste rovnice s neznamou x, resp. y a parametrem p , resp. a:

1) p’x> +px—1=0 3)y+a_ 2 _Yy-a
2) Za(y—l)_5 2 y+a 2

y+1 4) ax’ +2ax+a—-1=0
Vysledky:

—1+
1)p=0: nema feSeni;p#0:x,= 12;\/3 2) ace {O;g} :nema feSeni; a¢ {O;g}:
p

_2a+5 2-d°

3)a =0:neméa reSeni;a #0:y =
2a-5

—ai\/;
—a .

4) a <0 :nemafeSeni;

a>0:x,=

4.9 Vyjadiovani neznamé z technickych vzorci

1. Priklad: Pti namahani valcové tyCe kroucenim se jeji podstava pootoc¢i o uhel ¢, pro ktery
plati
_2IM

—,
zGr

kde / je délka tyce, r jeji polomér, M moment krouticich sil a G je modul torze materialu.
Vyjadifeme z tohoto vzorce polomér .

Reseni: Vzorec je z matematického hlediska rovnici s neznamou r, vSechna ostatni pismena
predstavuji parametry. Je tedy:

_2IM
4 zGr*
onGr' =2IM
o 2IM
oG

2IM

r=a4
oG

Diskusi feSeni v téchto ptipadech vétSinou neni tfeba provadét, nebot’ podminky jsou vétSinou
dany technickou povahou problému — zde maji vSechny parametry i nezndmd kladnou
hodnotu.

2. Priklad: Pro stiedovy raz pruznych kouli, z nichz jedna je pted razem v klidu plati

o vilm —m;)

1 °
ml +m2

kde m,;m, jsou hmotnosti kouli a v,;v', je rychlost pohybujici se koule pfed resp. po narazu.
Vyjadiete hmotnost m, koule, ktera je pfed narazem v klidu.
Reseni:
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. _vi(m —m,)
Vv, =——mm
m, +m,

v'l(ml+m2)=vl(ml—m2)

v'im +v'|my, =vm —vm,
vm, +v'|\m, =vym, —v'|m,
(v1 +v' ) —( -V 1)
v )m
AR
l 1

NereSené tlohy:

1) Celkova kapacita C seriové fazenych kondenzatort o kapacitach C,;C,;C, je urcena

1 y o .
vzorcem C =— - — . Z tohoto vzorce vyjadiete kapacitu C, .
C +C) +C

2) Nejpravdépodobnéjsi rychlost molekul v plynu je dana vzorcem c = ,/% , kde R je

univerzalni plynova konstanta, 7 absolutni teplota plynu a M jeho molovd hmotnost.
Vyjadtete absolutni teplotu plynu.

2
3) Pro vysku staciondrni druzice nad povrchem planety plati 4 :13/gR2 —R, kde R je
@

polomér planety, @ uhlova rychlost a g je gravitacni zrychleni ve vySce A . Vyjadrete
uhlovou rychlost o .

R2
R+h’
kde R je polomér planety, 4 vyska satelitu, g je gravitacni zrychleni ve vySce /4. Vyjadiete
polomér planety.

4) Pro prvni kosmickou rychlost ve vySce 4 nad povrchem planety plati v, =,|g-

5) Frekvence kmitajici kruhové membrany je déna vzorcem f zg tﬁ , kde ¢ je
\'tp

materidlova konstanta, d je primér membrany, ¢ tlouStka membrany, p hustotaa p napéti
na obvodu. Vyjadfete tloustku membrany.

6) Sila, kterou na sebe vzajemné puasobi dva bodové elektrické naboje, je dana vztahem

F:€Q12Q2
r

, kde & je permitivita, Q,;0, velikost nabojli, » jejich vzdalenost. Vyjadrete

vzdalenost néboji.

7) Amplituda nucenych kmitl je ddna vzorcem A = , kde F; je amplituda

m 2b Vo' - b’

budici sily, m hmotnost kmitajiciho télesa, @ uhlova rychlost, b Utlum. Vyjadiete utlum.
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Vysledky:

80




